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Resumen

En esta tesis daremos los fundamentos basicos del problema de la resolucién de la ecuacién
cohomoldégica y nos focalizaremos en el problema inverso de conocer que campos de vectores
estan libres de cohomologia. Mostraremos avances recientes hacia la prueba de la conjetura
de Katok que dice que los campos de vectores libres de cohomologia son C'*° conjugados a
campos de vectores Diofantinos en toros. Al final mostraremos que existe una conjugacion
diferenciable (en el sentido Chen-Iglesias) entre la dindmica de un campo sin cohomologia y

la dindmica lineal en un grupo abeliano.
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Capitulo 1
Introducciéon

En esta tesis de maestria estudiaremos el problema de la resolucién de la ecuacién coho-
mologica con énfasis en estudiar los campos de vectores C* que son libre de cohomologia,
mostrando cuales son los avances que hay hacia una prueba de la caracterizacion que pro-
pone Katok. Katok en [7] conjetura que un campo de vectores C* en una variedad cerrada y
orientable es libre de cohomologia si y solamente si es C'*° conjugado a un campo de vectores
constante con direccién Diofantina en un toro.

En el capitulo 1 daremos las definiciones, algunos ejemplos donde se conocen la obstruc-
ciones para resolver la ecuacién cohomoldgica y mostraremos como aparecen naturalmente
las distribuciones invariantes, generalizando a las medidas invariantes, como obstrucciones

para resolver la ecuacién cohomolégica en la categoria C'°.

En el capitulo 2 mostraremos los ejemplos conocidos de campos libres de cohomologia
y probaremos propiedades generales de estos campos, como que su flujo generado preserva
una forma de volumen invariante y es minimal. También probaremos un teorema debido a
F.Hertz-J.Hertz [5] que muestra que si X es un campo libre de cohomologia en una variedad
cerrada y orientable M, entonces el flujo ¢X es semiconjugado a un flujo lineal diofantino en
el toro T?* donde B es el primer niimero de Betti de M y ademds la semiconjugacién es un
fibrado.

En el capitulo 3 daremos parte de la prueba de que la conjetura de Katok es cierta en
dimensién 3. Esto lo hicieron Forni y Kocsard en forma independiente en [2] y [8], trabajos
que seguiremos. La prueba se basa en discutir segtin el primer ntimero de Betti de M y uti-
lizar la semiconjugacién construida en el capitulo 2. Nosotros trataremos los casos nimero
de Betti igual a 1,2 y 3.



En el capitulo 4, probaremos que un flujo generado por un campo libre de cohomologia
admite una linealizacién continua en un grupo abeliano no Hausdorff, trabajo realizado
en forma conjunta entre Livio Flaminio y Miguel Paternain que seguiremos de [1] . En el
capitulo 5 daremos las bases de la teoria de los espacios difeolégicos, versiones abstractas
de las variedades diferenciables. Finalmente en el capitulo 6 probaremos que en el contexto

abstracto de los espacios difeoldgicos la linealizacion del capitulo 4 es diferenciable.

1.1. Definiciones

A no ser que se especifique lo contrario, M sera un variedad diferenciable, que serd de clase
C* aligual que todos los mapas que consideraremos. Estudiaremos acciones ¢p: GXM — M,
donde G =Z o R.

Un cociclo sobre ¢ es un mapa v: G x M — R que verifica:

V(g1 + g2,0)= ¥(g2, d(91,p))+¥(g1,p).

Diremos que un cociclo ¥ es un coborde, si existe h: M — R de forma que ¥(g,p) =
h(¢(g,p)) — h(p).
Es directo de la definicion que los cociclos vistos como funciones reales, son un espacio vecto-
rial. Diremos que dos cociclos ¥, y ¥, son cohomoélogos si el cociclo Wy — W5 es un coborde.
Observar que el conjunto de cobordes es un subespacio vectorial del espacio de cociclos, al
cociente del espacio de cociclos por el espacio de cobordes se le llama grupo de cohomologia
de ¢.

Si tenemos un cociclo W: Zx M — R este queda determinado por su ”funcién generadora” (1, -)
ya que W(n,x) = S0 U(1, ¢(i,p)) paran > 0y U(n,z) = — S W(1,¢(i,x)) paran < 0.
De manera reciproca, dada h: M — R podemos definir un cociclo ¥: Z x M — R de forma
que U(1,-) = h de la siguiente manera: U(n,p) = S0 h(¢(i,p)) sin > 1, ¥(0,p) =0, y
U(n,p) =~ 3,2, h(6(i,p)) sin < ~1.



Un cociclo ¥ sobre una accién ¢ de R, queda determinado por W,(0, ) ya que ¥(¢,x) =
f(f Uy (s,z)ds y Wi(s,z) = Wi(0, (s, z)). Reciprocamente dada h: M — R podemos definir
un cociclo ¥ de forma que h = ¥(0,-) como V(t,z) = fot h(p(s,x))ds

Estamos interesados en, dado un cociclo saber si es o no un coborde. Esto es, dada
U: G x M — R buscamos u: M — R tal que ¥(g,p) = u(é(g,p)) — u(p). Como los coci-
clos quedan definidos por sus funciones generadoras, alcanza con hallar uv: M — R tal que
U(l,:) = u(e(l,:)) —u para el caso Z, y Vy(0,-) = Lxu cuando G = R. Hallar la funcién
u antedicha serd lo que llamaremos resolver la ecuacién cohomolégica. Al grupo de coho-
mologia de ¢ se lo puede ver como el espacio de las obstrucciones para resolver la ecuacion

cohomoldgica.

Existe un diccionario entre los cociclos sobre ¢ y las extensiones de ¢ con traslaciones en

R que nos permite pensar dindmicamente los cociclos.

Proposiciéon 1.1.1. Si¢: GX M — M es una accion y h: Gx M — R es un cociclo sobre ¢,
entonces el mapa ¢p,: Gx (M xR) — (M xR) definido como ¢n(g, (p,t)) = (¢(g,p), t+h(g,p))
es una accion. De forma andloga, si : G X (M x R) — (M x R) es una accion de la forma
¥(g, (p,t)) = (p(g,p),t + h(g,p)), entonces h: G x M — R es un cociclo, ademds ¢, = .

DEMOSTRACION.Primero veamos que ¢, es una accién, esto es:
Dn(g2, on (g1, (0, 1)) = On(g2, (@(g91,0), t+h(g1,p))) = (0(91+92, ), t4+h(g1, p)+h(g2, #(91,D)))
(0(g1 4 g2,p),t + h(g1 + g2, 0)) = én(91 + g2, (p, t)). La prueba de que h: G x M — R en la
definicion de 9 es un cociclo es directa de plantear que v es una accién.

O

Dadas dos extensiones de ¢ por traslaciones ¢p, y ¢p,, diremos que son equivalentes, si
existe 1p: M x R — M x R de la forma ¢ (p,t) = (p,t + h(p)) que las conjuga. La siguiente

proposicion completa el diccionario.

Proposicién 1.1.2. Sea ¢: G x M — M wuna accion y hy,he: G x M — R dos cociclos
sobre ¢. Entonces hy es cohomologo a he si y solamente si ¢n, y ¢, Son equivalentes. En

particular, un cociclo h es un coborde si ¢y, es conjugado a la extension trivial.

DEMOSTRACION.Dada h: M — R, definiremos 9y,: (M x R) — (M X R) como 9y(p,t) =
(p,t + h(p)) vy h: G x M — R como el coborde h(g,p) = h(é(g,p)) — h(p). Tomemos ahora

h: M — R y conjuguemos la accién ¢y, por alguna vy, esto nos da otra extensién por
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traslaciones de ¢ que llamaremos ¢y, vy estd definida como:

Oni (9, (0, 1)) = Wy 0 0ni (9. (0.t + 1(p))) = ¥y, 0 (6(g,p),t + h(p) + ha(g,p)) = (&g, ), t +
hi(g,p) — (h(¢(g,p)) — h(p))). Observar que por lo tanto ¢, = ¢, _5 de lo que podemos
concluir que a extensiones equivalentes corresponden cociclos cohomologos.
Reciprocamente, dados dos cociclos cohomologos hq, ha, consideremos el coborde h = hy — ha,
luego hy = hy — h por lo que si conjugamos ¢, con 1, obtenemos ¢, = Op, 7 = Oy, delo
que concluimos que a cociclos cohomologos corresponden extensiones equivalentes.
Finalmente, como los cobordes son exactamente los cociclos cohomologos al cociclo nulo, y
la extension del cociclo nulo es la extension trivial, tenemos que los cobordes son aquellos
cociclos cuya extension es equivalente a la extension trivial.

0

Hasta ahora todo se podria haber hecho en otras categorias, como por ejemplo: variedades
C" y acciones C", espacios topoldgicos compactos y acciones continuas, espacios métricos y
transformaciones bi-Lipschitz. También se puede estudiar cociclos con menos regularidad que
las acciones, y cobordes con menos regularidad de los cociclos. Nosotros optamos por definir
los objetos como apareceran en la gran parte de la tesis y hacer las salvedades necesarias
cuando no sea el caso.

Si el lector quiere ver estas definiciones en toda su generalidad puede hacerlo en [7].



1.2. Obstrucciones a la resolucion de la ecuacion coho-
molégica

Nos planteamos ahora el problema de describir cuales son las obstrucciones para resolver
la ecuacion cohomoldgica. Esto es, qué debe cumplir ¢: M — R para que exista u: M — R
de forma que ¢ = u(¢(1,-)) — u(-) en el caso discreto y ¢ = Lx(u) en el caso continuo.
Para intentar comprender el problema, empezaremos por considerar acciones en espacios con
poca estructura.
Para empezar, sea X un conjunto y ¢: Z x X — X una accién. Llamemos f a ¢(1,-). Sea
p: X — R, y supongamos que existe u: X — R de forma que go = wuo f —wu. Si tenemos
z € X yn € Ntal que f*(z) = x, entonces > p(fi(x)) = 2y wo f+(z) —uo fi(z) = 0
lo que nos da la primera obstruccién para resolver la ecuacién cohomoldgica, incluso bus-
cando soluciones sin estructura alguna. Llamaremos a esta obstruccion la obstruccién de la
orbita periddica, esto es: Para resolver la ecuacién cohomoldgica es condicién necesaria que si
x € X es periddico de periodo n, entonces Z?:_Ol @(fi(x)) = 0. Si no tenemos la obstruccién
de la orbita periddica y queremos resolver la ecuacién en el caso de acciones en conjuntos
sin estructura, podemos tomar una seccién A del espacio de dérbitas (tomar un elemento de

cada drbita), definir uj4 = 0 y después extender f de forma que se cumpla la ecuacion.

Consideremos ahora el caso en que X es un espacio topologico compactoy ¢: Zx X — X
es una accién continua. Notemos C°(X,R) al conjunto de las funciones reales continuas de
X. Llamemos nuevamente f a ¢(1,-). Estudiaremos la cohomologia de cociclos continu-
o0s, esto es: consideraremos cociclos 1: Z x X — R continuos médulo cobordes continuos.
Luego, el problema luce idéntico, dada ¢ € C°(X,R), hallar v € C°(X,R) de forma que
p=uof—u. Supongamos entonces que tenemos ¢ = uo f —u con u, o € C°(X,R), luego
u(f(z)) —u(z) = >0, ' o(fi(x)). Como u es continua y X compacto, podemos considerar
lulloe = maz{lu(z)| : = € X}, y obtener | Y100 @(f(2))| = |u(f"(x)) = u(z)] < 2[fullo.
Llamaremos a esta obstruccion, la obstruccion de la suma orbital acotada.

Si f: X — X es un homeomorfismo y ¢ € CY(X,R) definamos S, () = Z?:_()l po fi. El
siguiente teorema debido a Gostchalk-Hedlund prueba que la obstruccién de la suma orbital

acotada es la inica, en el caso de acciones minimales de Z en espacios topolégicos compactos.

Teorema 1.2.1. Sea X es un espacio topologico compacto y f: X — X un homeomorfismo
minimal. ¢ € C°(X,R) es un coborde si y solamente si existe K > 0 tal que || Sp(p) |lee< K
para todo n > 0.



DEMOSTRACION.Consideremos f,: X x R — X X R el skew-product por traslaciones aso-
ciado al cociclo generado por ¢. Tomemos ahora (p,0) € X x R y consideremos su w-1imite
w(p,0). Como S,(p) < K para todo n, tenemos que las érbitas de f, estdn acotadas y por
tanto w(p,0) es un compacto invariante para f,.

Afirmacién: € = w(p,0) N {p} x R es un subgrupo. Para ver esto tomemos (p, x), (p,y) € €.
Sea f,* (p,0) — (p,z), como f, conmuta con las traslaciones en las fibras, tenemos que
fox(p,y) — (p,x +y) € w(p,0) ya que (p,y) € w(p,0) que es compacto e invariante.

Luego, como w(p,0) es compacto tenemos que € = (p,0).

Veamos que de hecho, w(p,0) N {q} x R consiste de un solo punto para todo ¢ € X. Supong-
amos por absurdo que tenemos {(q, ), (¢,¥)} € ® = w(p,0)N{q} x R. Como f es minimal,
existe my — oo tal que f(q) — p. Ahora, como (q,z) € w(p,0) que es compacto e invari-
ante, f'*(q,r) acumula en w(p,0) N {p} x Ry por tanto f7*(q,z) — (p,0). Pero como f,
conmuta con las traslaciones, tenemos que f7'*(q,y) — (p,y — x) ¢ w(p,0). Como w(p,0)
es un compacto que se proyecta en forma biyectiva sobre X, es el grafico de ¢ € CY(X,R).

Finalmente tenemos que ¥(f(x)) — ¥ (z) = p(x) como queriamos probar.

O

Observacion 1.2.1. El teorema es cierto para acciones continuas y la prueba se adapta com-

pletamente.

Definicién 1.2.1. Si A es un espacio métrico y o € (0, 1] diremos que f: A — R es a-Holder
si existe K > 0 de forma que |f(x), f(y)| < Kd(z,y)* para todo par x,y € A.

Observar que si f es un homeomorfismo bi-Lipschitz de un espacio métrico, entonces si
u es a-Holder u o f también lo es, por lo que podemos considerar la cohomologia a-Holder
de f.
Veamos a continuacion un ejemplo en el que la obstruccién de la orbita periddica es la inica
para resolver la ecuacién cohomoldgica con cociclos de regularidad Holder en piezas bésicas

localmente maximales de difeomorfismos.

Sea M una variedad Riemanniana, f: M — M un difeomorfismo y A C M un conjunto
hiperbdlico topolégicamente transitivo localmente maximal de f. Podemos considerar en M
una métrica adaptada de forma que existe un 6 > 0y 0 < A < 1 tal que si z,y € A
verifican d(f*(z), f*(y)) < & para k € [—n,m], entonces d(f™(z), f™(y)) > d(z,y)A™™, o

d(f~"(x), [ () > d(z,y)A ™.



Definicién 1.2.2. Una e-pseudo érbita periédica para f es una sucesién (xo, ..., x,) en M

donde zy = x,, que verifica d(f(z,),znt1) <€ paran =0,..,n — 1.

La propiedad del sombreado de pseudo érbitas que tienen los conjuntos hiperbdlicos junto

con la expansividad de los mismos dan la siguiente

Proposiciéon 1.2.2. Si A es un conjunto hiperbdlico localmente mazimal de un difeomorfismo
f, existen C,eq > 0 tal que si € < €g y v, C A es una e-pseudo orbita periddica, entonces

existe y € A que verifica f"(y) =y y ademas d(x,, f*(y)) < Ce
Para el caso de una orbita que vuelve cerca tenemos el siguiente resultado mas fino

Proposicién 1.2.3. Si A es un conjunto hiperbdlico localmente mazimal de un difeomorfismo
f, existen Cie >0 y 0 < A< 1 tal que si x € A verifica que d(x, f*(x)) < €, entonces eriste
y € A que verifica f*(y) =y y ademds d(f*(x), f*(y)) < C'p™"*r=Pd(x, f*(x))

DEMOSTRACION.Tomemos un § > 0 de forma que existe 0 < A\ < 1 tal que si z,y € A
verifican d(f*(x), f*(y)) < 6 para k € [—n,m], entonces d(f™(z), [™(y)) > d(z,y)A~™,
od(f™(x), f™(y)) > d(x,y)A~". Definamos ahora ¢ = §/C siendo C' la constante de la
proposicién 1.2.2. Tomemos ahora x € Ay n > 0 tal que d(z, f*(z)) < €. La proposi-
cién 1.2.2 nos dice que existe y € A tal que f*(y) = y y ademds d(f*(z), ff(y)) <
Cd(z, f*(x)) < Ceg = § para k € {0,...,n}. Por la eleccién de la métrica adaptada ten-
emos que d(fi(z), Fi(y)) < d(@, )N o d(fi(z), Fi(y)) < d(f*(x), f"()A", por lo tanto
A(f (@), Fi(y)) < Cd(z, f(z))Amintin—s)

O

Finalmente podemos probar el siguiente teorema debido a Livschitz

Teorema 1.2.4. Sea A un conjunto hiperbolico topolégicamente transitivo y localmente mazx-
imal de un difeomorfismo f: M — M, y ¢o: A — R wuna funcion a-Holder. Entonces
st ijg(p)*l o(fi(p)) = 0 para todo p € A periédico existe 1p: A — R «a-Holder tal que
Yof—th=¢

DEMOSTRACION. Tomemos x € A érbita densa de f y definamos h: O(x) — R como
h(f™(x)) = Xy @(fi(x)) paran € Z*, h(f™(x)) = — ., (f'(x)) param € Z y g(x) =
0. Probaremos que h es a-Holder. Para esto, consideremos C,e y A como en la proposicién
1.2.3. Tomemos ahora f™(z) y f"(x) con d(f™(x), f"(x)) < e. La proposicién 1.2.3 nos da
y € A tal que f"""(y) = y, y ademds d(f™**(x), f*(y)) < CA™riEn=m=kiq(fr(z), f(x)).
Sea M > 0 tal que |¢(x) — ¢(y)| < Md(z,y)*. Luego
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BCF™@)=h(fr )] = | i e (™ (@)] = | 2™ o (fmH (@) = (fi(y)+elf ()] <
|2 (@) = e (fi )+ [ 2 e (fiw) < i le(fmH (@) — (1 ()] <
Z?:Om lMCa)\amin{kn m— k}d(fm( )’fn( ))a < MOes e lAamzn{kn m— k}d( (IL"), n( ))
2MC* /(1 = X*)d(f™(x), ["(x)).

Como h es a-Holder, es uniformemente continua y por ende se extiende a A en forma continua
aY: A — R que de hecho es a-Holder. Finalmente ) o f — 1 = ¢ ya que ¢po f — 1) vy ¢ son

dos funciones continuas que coinciden en un denso.

O

Sea X un espacio topolégico compacto y ¢: G x X — X una accién continua de Z o
R. Llamemos f a ¢(1,-) en el caso discreto. Observar que la obstruccién de la suma orbital
acotada implica que los promedios de Birkhoff sobre las érbitas tienden a cero. Esto, junto
con el teorema ergddico de Birkhoff nos da una nueva obstruccién que es la de la medida
invariante. Esto es, dada ¢ € C’O(X R), si buscamos u € C°(X,R) de forma que uo f —u = ¢,
o u(op(t,z)) — u(x fo #(s,z))ds en el caso continuo, entonces [, ¢du = 0 para toda
medida de probablldad de Borel invariante por ¢.

Observar que la obstruccion de la dérbita periddica es un caso particular de este tipo de
obstrucciones.

Supongamos ahora que M es una variedad C* y X € x(M) un campo de vectores
C>. Sea ¢* el flujo generado por X y M las medidas de probabilidad de Borel invariantes
por ¢*. Notemos Lx al operador derivada de Lie Lx: C®(M) — C*(M) definido como
Lx(¢) = X(¢), observar que ImLy es el conjunto de cobordes.

Consideremos la topologia C' en C*°(M) y su espacio dual
(C=(M))* ={¢: C°(M) — R continuas}, que llamaremos espacio de distribuciones de M

Definiremos entonces las distribuciones invariantes, que generalizaran las medidas invari-

antes.

Definicién 1.2.3. Dada ¢ € (C*°(M))* diremos que es ¢~ -invariante si 9|1, = 0.
Proposicién 1.2.5. ¢ € (C®(M))* es ¢~ -invariante sii (f) = (f o ¢;*) para toda f €
C>®(M) y todo t € R.

DEMOSTRACION. Tomemos entonces ¢ € (C*(M))*. Dada f € C*°(M), consideremos los
mapas auxiliares H;: M x R — R definido como H;(p,t) = f(¢~(t,p)), y G;: R = R
definido como Gf(t) = ¥(Hy(-,t)).

(Gt +06) = G(1)/0 = v((f o b5 — G0 ¢7) /).
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Como (fo ¢ s—¢0d;)/6 —s0 Lx(f o) en la topologia C*° tenemos que (Gy(t + 8) —
G(t)/0 — Y(Lx(f o ¢Y)). Por lo tanto ¥(f) = ¥(f o ¢;*) para toda f € C*(M) y todo
t € R sii Gy es constante para toda f € C(M) sii ¢y, = 0.

0

Si notamos C°(M)* al conjunto de funciones reales continuas y positivas de M espacio,
recordemos que el teorema de representacion de Riesz nos permite ver a las medidas de Borel
sobre M como B = {T € C°(M,R)* : Tjco(a)+ > 0}.

Consideremos ahora la inclusion i: C*°(M) — C°(M,R), i es continua si consideramos las
topologias C> y C° respectivamente, por tanto podemos considerar el pull-back i*(B) C
(C°°(M))*. i* es inyectivo porque C*°(M) es C%-denso en C°(M). Luego podemos ver a las
medidas de Borel como distribuciones de M mediante la identificacién p +— 1, : C®°(M) - R
donde ¢, (¢) = [,, ddpu.

El siguiente corolario muestra que las medidas invariantes son aquellas que vistas como

distribuciones son invariantes.

Corolario 1.2.6. Si p es una medida de probabilidad de Borel, entonces i € M si y sola-
mente si [, Lx(¢)dp =0 para toda ¢ € C*°(M)

Observar que como las distribuciones son continuas, una distribucion invariante debe
anularse en I'mLy por lo que si ImLyx no es cerrado, las distribuciones no alcanzan para

caracterizar a los cobordes. Por suerte tenemos la siguiente

Proposicion 1.2.7. Cuando ImLx es cerrada para la topologia C, las distribuciones in-

variantes son todas las obstrucciones para resolver la ecuacion cohomoldgica.

DEMOSTRACION.Supongamos que f no pertenece a ImLy, definamos entonces el subespacio
cerrado S = ImLx ®&Rf y T:5 — R tal que TIImLx =0y T(f) = 1. Finalmente el teorema
de Hahn-Banach permite extender este funcional a un elemento 7' de C°(M)* que se anula
en ImLx (y por tanto es ¢~-invariante) y tal que T'(f) # 0

O

En conclusién, las distribuciones invariantes detectan los cociclos que no son C'* aprox-

imables por cobordes.
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Capitulo 2
Campos libres de cohomologia

Observar que si f € C°(M) es la funcién constante k # 0, entonces f no es un coborde,
si se quiere por la obstruccion de la suma orbital acotada.

Esto implica que C*°(M)/Lx(C*(M)) tiene al menos dimensién uno.

Definicién 2.0.4. Diremos que un campo X € x*°(M) es libre de cohomologia si
C>®(M)/Lx(C*(M)) ~ R. Esto quiere decir que dada f € C*°(M), existe ¢, € Ry u €
C>®(M) tal que Lx(u) = f —cy.

Lo primero que surge en funcién de lo visto en el capitulo anterior es que si X es un campo
libre de cohomologia, entonces es unicamente ergdédico, mas aun, es ”distribucionalmente

unicamente ergddico” (el espacio de distribuciones invariantes es de dimensién uno).

2.1. Ejemplos

En esta seccion veremos los ejemplos conocidos de campos libre de cohomologia. Estos son
campos de vectores constantes del toro (invariantes por traslaciones) que ademds cumplen
una propiedad aritmética, son Diofantinos.

Veamos entonces los ejemplos conocidos de campos libres de cohomologia, para esto
consideremos M = T" = R"/Z", y X, € x*(M) un campo constante X, = «, donde
a = (aq,...,a,) y estamos considerando la trivializacion TT" = T" x R™.

Veremos como luce el mapa Ly, : C°(T") — C°°(T") a nivel de series de Fourier. Para esto,
antes recordemos lo siguiente.
L*(T™) tiene una base ortonormal dada por las funciones {eg, 1. : (ki, ..., k,) € Z"} definidas

como ey, k. (a1, ...,a,) = exp (2mi{(k1, ..., kn), (a1, ..., a,))), y dentro de L*(T"), f es de clase
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C* si y solamente si su serie de Fourier f : 2" — C verifica que
Hm||(k1,--.,kn)|\—>oo f(k?l, ceey k‘n)H(kl, e k‘n)Hm = 0 para todo m € N.

Llamemos entonces & al subespacio de aquellas series que representan funciones de clase
C* del toro T™.
Esto es & = {f: Z" — C: gy . k) o0 Flkey, oo k) || (y, oo k) ||™ = 0,¥m € NY,
y llamemos 7 al mapa 7: C®°(T") — & que a cada funcién de clase C* le asocia su serie de
Fourier. Continuando con la descripcién del mapa Lx_ a nivel de series de Fourier, lo que
precisamos es entonces un mapa L;(a :6 —+>GtalqueTo Ly, = L;(Q oT.
Utilizando la férmula de integracién por partes tenemos que 0/0x;ex, .k, = (2mi)kiex, . k.,
de lo que deducimos que Lx, ({ap,.. .k }) = {2mia, (ky, ..., kn)) k.. 5 }-
Por lo tanto si {ak, .k, } € ImL;(a entonces ay, .k, = 0 para todo (ki,...,k,) € Z" tal que
(a, (ky, ... k)Y = 0. Esto es, si f € ImLx, v (o, (k1, ..., k) = 0 entonces 0 = f(ky, ..., kn) =
Jpn fEhr,mndLeblo que nos da que Re(f(ky, ..., kn)) e Im(f(ky, ..., ky)) son dos distribuciones
reales invariantes. Cuando (ky,...,k,) = (0,...,0) tenemos obviamente que («, (0,...,0)) =

~

0, pero en este caso Re(f(0,...,0)) es la distribucion construida a partir de la medida de

~

Lebesgue e Im(f(0,...,0)) = 0.

Tenemos entonces que si X, € x(T") es libre de cohomologia, entonces («, (ki, ..., k,)) # 0
para todo (ki, ..., k,) # (0,...,0). A un vector como ese lo llamaremos totalmente irracional.
Lo anterior también puede verse observando que si a no es totalmente irracional, entonces el
flujo generado por X, no es minimal, lo que permitiria construir otra distribucién (en reali-
dad medida) invariante por X, ademds de la construida a partir de la medida de Lebesgue
en el toro.

Supongamos entonces que tenemos un vector « totalmente irracional, y que f,u € C*°(T")
verifican Lx(u) = f, entonces @(ky,....kn) = f(ki,....kn)/(2mi{e, (K1, ..., ky))) para todo
(k1y ey kn) # (0, ..., 0).

Definicién 2.1.1. Dado o € R", diremos que es Diofantino si 3C,a > 0 de forma que
(a, (b1, kn)) > C/ || (K1, oo kn) |72 A los vectores que no son diofantinos los llamaremos

de Liouville.

Proposicién 2.1.1. Sea X, € x(T") un campo constante. Entonces X, es libre de coho-

mologia si y solamente si a es un vector diofantino.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que « es diofantino y que tenemos f € C(T").
Sea ¢; = [, fdLeb. Luego, (f—Acf)(O,...,O) = 0. Ahora definamos 4: Z" — C como
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A

w(0,...,0) =0,y a(ky, ... kn) = f(k1, ..  kn)/(2mi < o, (ky, oy k) >) st (kqy ey k) # (0, .00, 0).
Por ser a diofantino (2wi(a, (k1 ..., kn))) ™' < K||(k1, ..., k,)||* por lo que @ sigue teniendo
decrecimiento sub polinomial, por lo que 4 € &. Entonces v = 771(4) € C*(T") verifica
Lx(u) = f—cy.
Supongamos ahora que o € R" es de Liouville. Si a no es totalmente irracional, se puede
construir una medida invariante soportada en la clausura de una érbita no densa, por lo que
no serfa unicamente ergédico (ya que la medida de Lebesgue es invariante) y por tanto no
serfa libre de cohomologia.
Por tanto supongamos que « es totalmente irracional. Construiremos ¢: Z" — C, ¢ € &
y ¢(0,...,0) = 0, pero que su preimagen formal ¢ = ¢/2mi < «, (ki,...,k,) > ni siquiera
verifica que || ¢ (k1, ..., kn) ||[= 0 cuando || (K1, ..., k) || — +o0.
Como « es Liouville existe {(k!,...,k")}ien estrictamente creciente en norma y tal que
<ty (Ko B2 > ] (K o ) [0 |
Luego ¢: Z" — C definida como ¢(ki, ... k%) = || (ki, ..., k) [ v é(k1,.sky) = 0 si
(k1, . kpn) # (KL, ... kL) Vi € N, estd claramente en &, pero ¥ = ¢/2mi < «, (ki, ..., k,) >
verifica que | ¥(ki, ..., kL) |> 1Vi € N

O

De ahora en méas cuando hablemos de un campo Diofantino en T" nos estaremos refiriendo

a un campo constante Diofantino.

Observacion 2.1.1. El conjunto de vectores Diofantinos de R™ es un conjunto de medida

total, mientras que los vectores de Liouville son un conjunto residual.

En el caso Liouville, si bien el campo no es libre de cohomologia, esto no se puede percibir

a nivel de distribuciones debido a la siguiente

Proposicién 2.1.2. Si X, € x(T™) es un campo constante totalmente irracional, entonces
la tinica distribucion invariante por ¢ es el espacio de distribuciones generado por la medida
de Lebesgue.

~

DEMOSTRACION. Dada f € C®(T") sea S,,(f) = Zn(kl,...,kn)ngm f(kiy o kn)er,.. g, sSu m-
ésima suma de Fourier. Es un resultado clésico de la teoria de series de Fourier que S, (f) — f
en la topologia C*°, por tanto ImLx, = {f € C*°(T") tal que [, fdLeb = 0} = keri si ¢
es invariante.

O

Katok conjeturd que si tenemos un campo de vectores libre de cohomologia en una variedad

cerrada y orientable, entonces M ~ T" y el campo X es C'*° conjugado a un campo constante
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Diofantino.

Definicién 2.1.2. Un difeomorfismo C* f de una variedad diferenciable C*° N es libre de
cohomologia si C°(N)/ImAf ~ R donde Af: C®(X) — C®(X) es Af(h) =ho f —h.

Veremos de aqui a poco una proposicién que nos permitira a traves de la suspension,
construir flujos libres de cohomologia a partir de difeomorfismos libres de cohomologia y

viceversa, a traves de mapas de retorno de Poincaré.

Sea X € x(M) es un campo de vectores de clase C* y 3 C M una subvariedad compata
de codimensién uno transversal a X. Diremos que Y es una seccién transversal de ¢~ si
YN O(p) # 0 para todo p € M.

En este caso, existe 7 € C®(X,RT) que verifica ¢ (7(p),p) € ¥ para todo p € ¥ y
¢*(s,p) ¢ ¥ para todo s € (0,7(p)). En efecto, w(p) N'E # () sino existirian érbitas que no
cortan Y. Luego, por el teorema del flujo tubular tenemos O(p) MY # (). Al mapa P: X — 2
definido como B = ¢X(7(p), p) la llamaremos mapa de retorno de Poincaré.

Por tanto podemos definir el siguiente operador Lg: C*(M,R) — C(X,R) que a ¢ le
asocia ¥y : X — R definido como ¢x(p) = T(p V(X (s, p))ds.

La siguiente proposicién relaciona la cohomologia de X con la de P € C(%, %).

Proposicién 2.1.3. ¢ € C®(M) es un coborde si y solamente si psx, € C®(X,%) lo es.
Ademds ImLx es cerrado sii el conjunto de cobordes de B lo es, y X es libre de cohomologia

sii B lo es.

DEMOSTRACION.Sea ¢ € C°°(M) un coborde, por tanto existe Ve C’OO( ) tal que Lx (¢) =
(. Sea ahora ¢ = 5. Si & € ¥, tenemos que 1/1(‘)3( fo o(¢X (s, 2))ds = px(x)
Remprocamente sea @y, = (P) — ¢ para psi € C’OO( ) Luego7 si p = ¢X(t,z) definimos
UV(p) = (x) + fot (X (s,x))ds. 1 esta bien definida debido a la igualdad ¢y, = () — ¥,
es claramente C* y ademas Lx(¢) = ¢.
Ly es claramente un operador lineal continuo para las topologias C'*°. Ademés acabamos de
probar que ImLy = L,gl(l mAY), de donde concluimos que si ImAY es cerrada entonces
ImLy también. Por otro lado, no es dificil ver que Ly es sobreyectivo. Como C*°(M)/ker Ly
es un espacio de Frechet, el teorema de la aplicacién abierta nos dice que el pasaje al cociente
Ly: C®°(M)/kerLy — C*=(X) es un homeomorfismo. Supongamos ahora que ImLx es

cerrado en C'*°(M), entonces ImLx /kerLy es cerrado en C*°(M)/kerLy. Esto junto con

16



que ImAR = Ly(ImLy /kerLy) nos da quelmA es un cerrado. Finalmente, si ImLx o
ImASR es cerrado ambos son y C°(M)/ImLyx ~ C*(2)/ImAY lo que prueba que si una
de las dos dindmicas es libre de cohomologia lo es la otra.

0

2.2. Minimalidad de ¢*

En esta secciéon probaremos que si X es un campo de vectores libre de cohomologia,

entonces ¢~ preserva una forma de volimen, lo que junto a su ergodicidad tinica nos da la

minimalidad de ¢~.

Proposicién 2.2.1. Si M es una variedad cerrada y orientable, y X € x(M) un campo
de vectores de clase C*°. S1 X es libre de cohomologia, entonces existe w forma de volumen

invariante por {¢; }.

DEMOSTRACION. Consideremos p una forma de volimen en M. Buscamos una funcién
h € C*®(M) de forma que Lx(exp(h)u) = 0. Ahora, Lx(exp(h)u) = Lx(h)exp(h)u +
exp(h)Lx(p), pero como u es una forma de volimen, tenemos que Lx(u) = gp para
g € C®°(M). Por tanto tenemos Lx(exp(h)u) = (Lx(h) + g)exp(h)u. Como X es libre
de cohomologia, puedo tomar h € C*(M) y c_, € R de forma que Lx(h) = —g + c_g4, lo
que da Lx(exp(h)p) = c_gyexp(h)pu.
Ahora, el el teorema de cambio de variable nos dice que [,,(¢;)* exp(h)u = [, exp(h)p para
todo ¢ € R, por tanto, si definimos ¢ (t) = [,,(¢;*)* exp(h)u tenemos que ¢'(0) = 0 ahora,
V'(0) = [, Lx(exp(h)u) = [,, c—git = c—g [,; - Finalmente c_, = 0 y exp(h)u es la forma
de voliumen buscada.

0

Corolario 2.2.2. S7 X es un campo de vectores es libre de cohomologia, entonces el flujo

&% es minimal.

DEMOSTRACION.En efecto si tuvieramos una orbita no densa, esta soportarfa una medida
invariante distinta de la forma de volimen invariante ya encontrada, lo que nos daria dos
distribuciones invariantes distintas.

O
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2.3. Semiconjugacion de Rodriguez-Hertz

En esta seccién probaremos un resultado debido a Federico y Jana Rodriguez Hertz [5],
que nos da a su vez informacién topoldgica de M y dindmica de ¢* bajo la hipdtesis de
que X € x(M) es un campo libre de cohomologfa. La informacién dindmica es que ¢~
es semiconjugado a un flujo lineal diofantino en un toro de dimension el primer nimero
de Betti de M, y la informacién topoldgica es que la semiconjugacién es un fibrado. Este

resultado es ademads pieza clave de la prueba de la conjetura de Katok en dimensién 3 [2], [8].

Sea M una variedad cerrada y orientable, y xy € M. Notaremos M al cubrimiento
universal de M, que lo pensaremos como M = {v: I — Mde clase C"/5(0) = 20} /71 ~ 72
si son homotépicas a extremos fijos.

Llamaremos 1 accién por transformaciones de cubriemento v : m (M) X M — M definida
como ¢([0], [7]) = [y 07"].

Consideremos 7: Hy(M,Z) — H(M,Z)/Tor(H,(M,Z)) la proyeccion del primer grupo de
homologia de M en su factor abeliano libre.

También, dada w € A'(M) una forma cerrada, definiremos el mapa &: M — R como

o)) = [, w.

Necesitaremos hacer uso del siguiente

Lema 2.3.1. Si 8, = dim(H"(M,Z)/Tor(H'(M,Z))) es el primer niimero de Betti de M,
existe f: M — TP mapa diferenciable tal que
fo: Hi(M,Z) — H, (TP, Z) es sobreyectivo.

DEMOSTRACION.Por el teorema de Derham, existen [y], ..., [ys,] elementos de Hy (M, Z) que
verifican que {7 ([11]),....,7([vs])} es base de H{(M,Z)/Tor(H\(M,Z)), y {w1,...,wp, } base
de Hpp(M) de forma que [ w; = d;.
Consideremos la accién ¢: m (M, x) x R — R definida como ¢([0], (x1,...,25,)) =
(21, .y 5,) + (W1 ([671), ..., w5, ([07])) Ahora, el mapa h: M — R? definido como h([]) =
(@1([7]), -y w3, ([7])) €s 71 (M, xp)-equivariante por lo que induce una funcién h entre los co-
cientes.
Por otro lado, si [§] € m (M, zo), W;([0]) solo depende de la clase de homologia de [0]. Si
escribimos ahora a nivel de homologia [§] = ) n;[v;] + ¢ donde ¢ € Tor(H;(M,Z)) tenemos
que &;([0]) = >-n;Wdi([v4]) + @i(¢) = 32 ni([y;]) = ny. Por tanto el cociente de R por la
accién de (M, ) es el toro T? y el mapa h es la funcién buscada.

0
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Definicién 2.3.1. Sean X € x(M),Y € x(N)y f: M — N un mapa diferenciable. Diremos
que f.(X) =Y si D,f(X(p)) =Y (f(p)) para todo p € M.

Lema 2.3.2. Sea X € x(M), Y € x(N) y f: M — N una fibracion tal que fo(X) =Y.

Entonces st X es libre de cohomologia, también lo es 'Y .

DEMOSTRACION. Consideremos w la forma de voltimen invariante por {¢;X} y, dado p € M
notemos g, a la medida de probabilidad en F, = f~'(f(p)) obtenida de desintegrar w
respecto a las fibras de f. No es dificil de ver que pp, proviene de una forma de volimen y
que 67 |, (1r,) = HExw)

Ahora, dada 1) € C*°(N) consideremos ¢ € C*°(M) definida como 1o f. Como X es libre de
cohomologfa, existen g € C°(M) y ¢y tal que Lx(g) = W — ¢;- Definamos ahora g € C*°(N)
como g(q) = || F, gdu, siendo f(p) = q. Como ¢;° preserva las medidas definidas en las fibras
por desintegracién tenemos que Ly (g)(q) = pr Lx(g)du, = pr ) — ¢y = br,(Fp)(¥(q) —¢;)
lo que nos da que Ly (g) =¥ — ¢; ya que las medidas pr, provenientes de la desintegracion

son de probabilidad.
O

Teorema 2.3.3. Sea X € x(M) es un campo libre de cohomologia y B el primer nimero
de Betti de M. Entonces existe una fibracion p: M — TP y Y € x(TP') campo constante
diofantino tal que p(X) =Y

DEMOSTRACION.Sea f: M — TP un mapa sobreyectivo a nivel de homologia como el
constuido en el lema algo. Consideremos D f(X): M — RA. Como X es libre de cohomologia
existe g: M — R tal que Dg(X) = —Df(X)+ (v, ..., a, ). Sea 7: RPL — TP la proyeccién
cociente habitual y h: M — T#' definido como h = f + (g o ).

Ahora Dh(X) = Df(X)+ D(gon)(X) = Df(X)+ Dg(X) = (az, ..., ag, ).

Como {¢;*} es minimal y hy(X) = (v, ..., a,) tenemos que h(M) es un subtoro lineal de
T#t, pero como h es sobreyectiva a nivel de homologia por ser homotépica a f, h(M) = T
Sea R = {x € M tal que D,(h)tiene rangof; }. R es un abierto porque tener rango maximo
es una condicién abierta. Por otro lado h o ¢;¥ = ¢ o h por lo que el rango de Dzh es
invariante en las érbitas de {¢X}. Por lo dicho anteriormente y la minimalidad de {¢X}, si
R £ (), entonces R = M. Esto ultimo es cierto por el teorema de Sard y la sobreyectividad de
h. Por todo lo anterior h es una fibracién y por el lema 2.3.2, el campo constante (aq, ..., ag,)

es libre de cohomologia, luego por la proposicion 2.1.1 es un campo diofantino.
O
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Corolario 2.3.4. Si X € x(T") es un campo libre de cohomologia, entonces X es C>-

conjugado a un campo constante diofantino.

DEMOSTRACION.Si tomamos el mapa f de la proposicién anterior siendo f = id, la fibracién
h es un cubrimiento homotopico a la identidad, que resulta ser un difeomorfismo por tener

grado de Brower uno. Por tanto h es la conjugacion C'*° buscada.
O

Corolario 2.3.5. La fibracién p: M — T?' del teorema 2.5.3 tiene las fibras conezas.

DEMOSTRACION.Consideremos la relaciéon de equivalencia x ~ y si p(xz) = p(y) y ademds
estan en la misma componente conexa de la fibra que los contiene. Consideremos p..: M —
M/~ la proyeccion cociente. Es facil ver que M/~ es una variedad y que p se factoriza como
p =p' o P_ donde p’ es un cubrimiento.

Tomemos g € M, po(zg) € M.y x = p(xg) € TP, El teorema 2.3.3 nos dice que
p« (I (M, 1)) = II,(T?, z) (en realidad nos lo dice a nivel de homologia, pero es sencillo
ver que es lo mismo), pero como p,(I1; (M, zq)) C p(I1;(M/~, p~(20))), P, es sobreyectivo
y entonces p’ es un homeomorfismo, probando que las fibras de p son conexas.
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Capitulo 3

La conjetura de Katok en dim 3

Nos basaremos en [2] y [8], que probaron la conjetura de Katok en dimensién 3 de forma
independiente.
En el teorema 2.3.3 probamos que si X € x(M) es un campo libre de cohomologia, entonces
X es semiconjugado a un flujo lineal diofantino en un toro de dimensién 3;, primer ntimero
de Betti de M. Las pruebas de la conjetura de Katok en dimension tres que existen, se basan
en discutir segin el primer nimero de Betti de M, que por lo dicho anteriormente solo puede

tomar los valores 0, 1,2 y 3. Nosotros trataremos los casos f; = 1,2y 3.

Cuando f8; = 3, el teorema 2.3.3 nos da una fibracién de p: M — T3 cuyas fibras son
de dimensién cero, y el corolario 2.3.5 nos dice que las fibras son conexas. Entonces p es un
difeomorfismo, y el mismo teorema 2.3.3 no dice que p conjuga X con un campo constante

diofantino en T#.

3.1. B =1

Consideremos entonces el caso en que 31 = 1. El teorema 2.3.3 nos da una fibracion
p: M — T' que semiconjuga ¢~ con uin flujo no nulo en T!. De lo anterior, se desprende
facilmente que ¢X: R x M — M es la suspensién de un difeomorfismo f: N — N donde N
es difeomorfo a las fibras de p.
N debe ser una superficie compacta y conexa por el corolario 2.3.5. Ademas podemos orien-
tar N con la orientacién preimagen ya que M y T son orientables.
La clasificacion de las superficies compactas nos dice que si N es una superficie compacta,

conexa, orientable y sin borde, entonces es homeomorfa a la esfera S? o la esfera S? a la que
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se le agregan g asas, superficie que llamaremos de género g y notaremos S, para g > 2y T!
para g = 1.

Descartemos primero las superficies de género distinto a uno. Nuestro N no puede ser la es-
fera S?, ya que Dif f(S?) tiene una tnica clase de isotopia, por lo que f debe ser isotépico
a la identidad y por tanto tener un punto fijo, contradiciendo la minimalidad de ¢*. Para
el caso g > 2, se prueba en [3] que si f: S; — S, es un difeomorfismo, entonces posee una

érbita periédica, lo que nuevamente contradice la minimalidad de ¢*.

Solo nos queda entonces, el caso en que N ~ T2. Discutiremos a qué clases de isotopia
puede pertenecer f, para esto usaremos el teorema de Lefschetz.
Antes unas pocas definiciones algebraicas.
Si¢: Z™ — Z™ es un homomorfismo, definimos la traza de ¢ como tr(y)) = > a;. Como
tr(AB) = tr(BA) tenemos que la traza no depende de la base de Z" escogida. Si G es
un grupo abeliano y tenemos ¢ : G' — G un morfismo, podemos considerar ¢: G/TorG —

G/TorG y definir entonces tr(¢). Por lo anterior tiene sentido hablar directamente de la

traza de 1. Dado ¢: M — M un mapa continuo podemos entonces definir 7(¢) como
S (=1)%r(fe: Hi(M) — H;(M)). Una version débil del teorema de Lefschetz es:

Teorema 3.1.1. Si S es una variedad compacta y g: S — S es un mapa continuo entonces,

7(f) # 0 implica que g posee un punto fijo.

Se puede encontrar una prueba del teorema de Lefschetz en [4].
Concentremonos nuevamente en el difeomorfismo f: T? — T?2. La siguiente proposicién

descartard el caso 8 = 1.

Proposicién 3.1.2. Si un difeomorfismo f: T? — T? no tine puntos fijos entonces es
isotdpico a un difeomorfismo lineal de la forma A: T? — T? donde A(a,b) = (a + ngb,b).

Ademds la suspension de f estd soportada en una variedad con [y > 2.

DEMOSTRACION.En este caso 7(f) = 2 — tr(f.: Hi(T?) — H;(T?)). El polinomio carac-
teristico de f, es x1.(A) = A — tr(f.)A + 1. Como f no tiene puntos fijos, 7(f) debe ser 0,
entonces tr(f.) = 2 y el tinico valor propio de f, es 1. Por lo que tenemos que f, es SL(2,7Z)
conjugado a un automorfismo A: Z? — Z? de la forma A(a,b) = (a + neb, b).

Sabido es que la topologia de la suspension solo depende de la clase de isotopia del difeomor-
fismo, por lo que M es entonces homeomorfa a alguno de los espacios M,,, = T? x [0,1]/ ~p,
siendo ~,,, la relacién (Av,0) ~,, (v,1), donde A([z],[y]) = ([x + noy], [y]).

Observar que 1: T? x [0, 1] — T? definido como 1((0y,62),t) = (62, [t]) baja al cociente por
~ne Dara todo ng € Z a un fibrado ¥: M,, — T? con fibra S'. Como el fibrado 1 tiene
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fibra conexa, v, (el morfismo inducido a nivel de m;) es sobreyectivo, lo que nos da que
71 (M) ker, ~ 72
Pero como 71 (M,,)/keri, es abeliano tenemos que [mr(M,,), 71(M,,)] C kert, y entonces

T (M) [kert, = (m1(Myo)/[m (M, ), m (M, )]) / (kerth, /[m1 (M), m1(Myo)]) = Z2 1o que
implica que (5 > 2 en contradiccion con nuestra hipotesis de que g = 1.

O

3.2. B, =2

En este caso, el teorema 2.3.3 nos da una semiconjugaciéon p: M — T2, cuya fibra es T!,
ya que por el corolario 2.3.5 la fibra es conexa.
Si uno compone la fibracién p con la proyeccién en uno de los factores del toro T? obten-
dra una semiconjugacion como la del caso f; = 1, solo que en este caso tenemos a nuestro
favor una foliacién dada por las fibras de p que serd invariante para el difeomorfismo en T? a
suspender. Finalmente podremos linealizar el difeomorfismo en cuestion y fabricar distribu-
ciones invariantes.
Si ¢ € M, notaremos F, a F, = p~'(p(q)) la fibra de p por q. y T,F, al espacio tangente a
Fyen q.

Proposicién 3.2.1. Existe 1: T' x M — M accién libre cuyas orbirtas son las fibras de p,
y que ademds (g, -) o ¢;7* = ¢ o1(g,-) para todo g € T yt € R.

DEMOSTRACION.Como M y T? son orientables, podemos dar la orientacién preimagen a las
fibras de p y construir Y € x(M) de forma que 0 # Y (q) € T,F, para todo ¢ € M.

Como el subfibrado del tangente consistente de los tangentes a las fibras de p es invari-
ante por ¢~ , podemos escribir Lx(Y) como gY con g € C®(M,R). Consideremos entonces
h € C(M,R) y el campo de vectores exp(h)Y. Luego, Lx(exp(h)Y) = Lx(h)exp(h)Y +
exp(h)Lx(Y) = (Lx(h) + g)exp(h)Y. Como X es libre de cohomologia existe ¢ € R y
h € C>*(M,R) tal que Lx(h) = —g + ¢ por lo tanto Lx(exp(h)Y) = cexp(h)Y . Definamos
ahora Z € x(M) como Z = exp(h)Y, Z verifica que Lx(Z) = c¢Z.

Consideremos ahora V': [0, +00) — T'M definido como V (t) = d,¢;¥ (Z(q)). Como V estd definido
a lo largo de una 6rbita de ¢, tiene sentido calcular Lx (V) = Lx(k(t)Z) = K (t)Z +
k(t)Lx(Z) = K'(t)Z + k(t)cZ. Por construccién, tenemos que Lx(V) = 0 y por tanto
K'(t)+ ck(t) = 0 y como k(0) = 1, k(t) = exp(—ct). Esto nos da que (¢;*).(Z) = exp(—ct)Z.
Consideremos ahora T: M — R definida como T'(q) = min{t € R* : ¢Z(t,q) = q}, T
estd bien definida y es continua. Como (¢;X).(Z) = exp(—ct)Z tenemos que ¢~ (¢, ¢7(s,q)) =

23



¢ DY (5,6 (t,q)) y por tanto, como ¢¥ (t, q) = ¢ (t,¢7(T(q), q)) = 6P (T (q), 6™ (t,9))
T(¢*(t,q)) = exp(ct)T(q). Luego como T es continua y no nula, ¢ debe ser igual a 0, y T con-
stante en las érbitas de ¢, y por tanto constante en M. Ademas, esto nos da que Lx(Y) =0
y por tanto que los flujos X y ¢Z conmutan. Finalmente, como 7' = o € R*, ¢Z baja a una
acciéon de R/aZ = T! 4p: T x M — M que conmuta con ¢=~.

O

Sea X, € x(T?) el campo diofantino tal que p,(X) = X, m: T?> — T! la proyeccién en
la primer coordenada y X, € x(T') el campo constante tal que m,(X,) = X..
Consideremos ahora la fibracién p’ = mop: M — T!. Claramente p’ es una semiconjugacion.
Fijemos ahora § € T' y consideremos S = 771(0) = T' y N = p~}(S) = (p/) () = T%
Definamos ahora el tiempo de retorno T' = min{t € R : ¢X<(t,0) = 0}. Podemos definir
ahora los retornos de Poincaré R: S — S definido como R(0) = ¢*(T,0) y f: N - N
definido como f(q) = ¢**(T, q). Como se observé en la seccién 31 = 1, N debe ser difeomorfa

a un toro T2.

Proposicién 3.2.2. El difeomorfismo f: T? — T? es C* conjugado a un mapa f: T'xT' —
T' x T' definido como f(01,03) = (01 + a0+ h(0,)) donde § — 6+ es una rotacion libre
de cohomologia y h € C°°(T', T).

DEMOSTRACION.Notemos p a p = py: N — S. Tomemos ahora h: S — T? una sec-
cién C* del fibrado 7 y consideremos el difeomorfismo F': S x T' — N definido como
F(61,05) = (03, h(61)) donde v es la accién de T' en M construida en la proposicién
3.2.1. En estas nuevas coordenadas f luce como f = F~!o f o F. Observar que la proyec-
cién en la primer coordenada de S x T!, m: S x T' — S es m = po F, por lo que
Rom =RopoF =pofoF =poFof=mofy fesun skew-product sobre R: S — S.
Ademds, si dotamos a S de la estructura de grupo que hereda de T?, R: S — S, R = ¢**(T, )
es una traslacién que ademads es libre de cohomologia por la proposiciéon 2.1.3.

Como N es invariante para la accion ¢ de la proposicion 3.2.1 podemos considerar la restric-
cién 1: T x N — N. Ademés ¥(g, f(q)) = f(¥(g,q)).

Observemos ademéds que la accién 1 luce después del cambio de coordenadas F' como la
traslacién en la segunda coordenada de S x T, por lo que f tiene la forma f(0y,60y) =
(R(61),02+¢(601)) con ¢ € C=(S, T'). En otras palabras f es C* conjugado a una extensién
por rotaciones en T! de una rotacién libre de cohomologia.

O

Veamos ahora que un mapa como el de la proposiciéon anterior se puede linealizar con un

cambio de coordenadas C*°.
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Proposicién 3.2.3. Sea un mapa f: T x T — T x T! de la forma f(6,,05) = (6, +
a, 0y + ¢(01)) donde 0 — 0; + « es una rotacién libre de cohomologia y ¢ € C>°(T!, T).
Entonces existe un cambio de coordenadas A,: T' x T — T' x T' de la forma A,(0:,0:) =
(01,09 +u(h)) donde u € C=(T, T') es homotdpico a una constante, y tal que A;' o fo A,
es de la forma (01,02) — (61 + «,02 +nby + k) conn € Z y k € R.

DEMOSTRACION.Para esto consideremos un cambio de coordenadas genérico A, o f o A,.
Este mapa es (01,602) — (61 + «, 02 + ¢(61) — (u(fy + ) — u(6y))). Ahora, ¢: T! — T se
puede escribir como ¢ = nz + ¢y con ¢y homotdpica a una constante.
Consideremos pr: R — T el cubrimiento universal de T!. Como ¢ y u son homotépicos a
una constante existen ¢o,u: T — R tales que ¢y = pro ¢y vy u = pr o u. Luego, A7lo fo
Au(01,09) = (01 + v, 02 + nby + pr(do — (W(6y + o) —u(h))))
Como 6 + 6 + « es libre de cohomologfa, existe h € C®(T',R) y ¢ € R tal que h(6; +
@) — h(01) = ¢y — cg, luego ¢o — (h(0 + a) — h(0)) = &5, por lo que A, ' o f o Ay(0y,0,) =
(01 + o, 09 +nby + pr(do — (h(0y + ) — h(61)))) = (01 + , 0y + nb; + cg,).

O

Retomando nuestro problema original, tenemos que nuestro flujo ¢~ en M, es la suspen-
sién de un difeomorfismo C™ conjugado a f: T' x T* — T' x T definido como f(6;,60s) =
(01 4+ a,0o+nb + ) conbeZya,peR.

Recordemos que la proposicion 2.1.3 nos dice que f es libre de cohomologia si y solamente
si lo es ¢%. Ademss n de la férmula de f debe ser distinto de 0 ya que sino M = T? en
contradiccion con nuestra hipdtesis de que 1 = 2. Construiremos distribuciones invariantes

para esta familia de difeomorfismo lineales, descartando por tanto que §; = 2.
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Proposicién 3.2.4. Si A: T! x T — T! x T! es un difeomorfismo de la forma A(0y,0,) =
(01 + 0,00 + kO + B) con o, € R y k € Z/{0}, entonces A tiene un conjunto infinito de

distribuciones invariantes linealmente independientes.

DEMOSTRACION.

Sea T: C°(T' x T') — L = {o: Z* — C : lim(y k)| —oo|0 (K1, k)| || (K1, k2)||P, Vp € N}

la transformada de Fourier. Notaremos ¢(m,n) a T(¢)(m, n).

Para construir las distribuciones invariantes, tomaremos funcionales de la forma

Fimny: C®(T" x T') — C con n # 0 donde Fiyyn(¢) = ¢(m,n), y los promediaremos por la
acciéon de A*, donde A*: C°(T! x T!) — C=(T! x T!) es A*(¢) = ¢ o A.

Esto es, dado (m,n);n # 0 consideraremos el F{,, , el limite débil de Stmmy) = 2pij<p Fomm) ©
(A*)! cuando p — oo, el cual probaremos que existe.

La continuidad de F(Tn) sera entonces consecuencia del teorema de Banach-Steinhaus, que
afirma que el limite debil de funcionales continuos es continuo si estan definidos sobre un
espacio de Frechet, como lo es C*(M).

Respecto a la invariancia de m, esta sera consecuencia de que mw) solo depende de
la orbita de ¢ por A*.

Sea €(qp): T'XT' — C definida como e, (01, 02) = exp(2mi(abi+bs)). Empecemos entonces
por calcular

A*(e(ap)) = exp(ami(a(fh + o) + b(02 + kb1 + B))) = exp(ami < (a,b), (o, B) >)e(atkbp)-
Entonces A*(3" d(a,b)ews) = 3o d(a,b) A (ewp) = 3 d(a, beqas (@, B)earrvn):

Luego A*(¢) = 3 d(a — kb, b)e(a—kbi) (at, B)eqap) ¥

(A7)(9) = X2 Bla — kb, BY(TT'_y eainny (@ B)) oy

Por 1o que Fia o (A")! () = d(m — 1kn, n)([T,_; €m—jinnla, B)).

Ahora, S{, = <, O(m — lkn, n)(H;AZ1 €(m—jkn.n) (e, B)). La convergencia débil de S
quedard probada si tenemos que -, |¢(m — lkn,n)| < 0o, lo que es cierto porque kn # 0
y ngS € L? C L'. Finalmente, observemos que si n; # ny entonces los coeficientes de Fourier
que intervienen en la definicién de F(o,m) y F(o,n2)7 (es decir los elementos de la base dual a
la de Fourier, que generan F(o,m) y F(Om)) son disjuntos dos a dos, por lo que

{F(on) : 0 # n € Z} es una familia linealmente independiente de distribuciones invariantes.

O
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Capitulo 4
Linealizacion en espacio de corrientes

En este capitulo seguiremos bien de cerca [1]. El objetivo de esta seccién es probar que
si X € x(M) es un campo libre de cohomologia, podemos construir un grupo abeliano A y
un flujo lineal en él de forma que existe un mapa continuo e inyectivo de M en A haciendo
equivariante la accion generada por X con la accion lineal en A.
Es importante resaltar que la topologia natural de A no lo hace un espacio de Hausdorff y
que cuando se quiere corregir esto no se puede probar la inyectividad del mapa de encaje.
Observar que si se tuviera que A es de Hausdorff, tendriamos por la minimalidad de ¢* que
la imdgen de M en A es la clausura de un subgrupo a un parametro, y por ende un grupo
abeliano. Uno de los problemas de Hilbert ya resueltos garantiza que un grupo topolodgico
con topologia de variedad admite estructura de grupo de Lie y por tanto M seria homeomorfo
a un grupo de Lie abeliano y conexo es decir a un toro.
Moralmente, lo que hacen los autores en [| es levantar el flujo en M a un espacio de corrientes,
linealizarlo en el espiritu de la semiconjugacion de Hertz-Hertz y luego bajarlo. El espacio
de corrientes T, (que en realidad es casi el espacio de curvas médulo pelos de M) jugard el

papel de M (el espacio de curvas médulo homotopias) en la semiconjugacién de Hertz-Hertz.

4.1. M como cociente de un espacio de corrientes

En esta seccion construiremos el espacio de corrientes I, que fibrara sobre M y sobre el
cual levantaremos el flujo ¢X para linealizarlo. Fijemos una métrica Riemanniana de ahora
en mas.

Consideraremos I', el conjunto de curvas a tiempo libre, C'*° a trozos los cuales son segmentos
de flujo o segmentos geodésicos transversales a X. Siy € I', v: [0,T] — M, notaremos «(7) a

7(0), w(y) ay(T) y 7 ala curva recorrida en sentido inverso. Si v: [0, S] — M también estd en
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' y verifica a(v) = w(y) definiremos la concatenaciéon yv como el mapa yv: [0,S+T] — M
definido como siempre. I', seran aquellas curvas que parten de x, A las cerradas, y A,
serda A NT',. Por ahora no le daremos estructura extra a estos conjuntos.

Sea Q' (M) = {¢ € A'(M)} el espacio de uno-formas diferenciables de clase C*, espacio al
que dotaremos de su topologia C'*° que lo hace un espacio de Frechet. A su espacio dual lo
llamaremos espacio de uno-corrientes, lo notaremos C!'(M) y lo dotaremos de su topologia
débil-*

También consideremos M = {0, /x € M} el conjunto de las delta de Dirac soportadas en M,
el cual puede considerarse dentro de (C*(M))* de la siguiente manera:

C>(M) — C°(M) — R donde la primer flecha es la inclusién y la segunda el funcional que
nos da el teorema de Riesz.

El siguiente lema nos serd de utilidad

Lema 4.1.1. El mapa ¢: M — 9N que a cada x € M le asocia d, es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION.Para ver que es continuo tenemos que tomar f € C®(M) y p, — p, luego
9, (f) = f(pn) — f(p) cuando p, — p. La inyectividad es inmediata y por tanto como M
es compacto y M es Hausdorff ¢ es un homeo.

]

Proposicién 4.1.2. Dada v € T, el mapa 7: QY (M) — R definido como J(w f w es
continuo si dotamos a Q*(M) de su topologia C°, en particular ¥ € C*(M)

DEMOSTRACION. Como v € I',, 30 =ty < t; < ... < t, = ty, de forma que v; = Vit ti11]
es de clase O y podemos considerar Dv;: [t;,t;11] — TM tal que Dv;(t) = 4:(t) € TM
también de clase C* y v, Ql(M) — C°([ts, tiv1], R) definido como ¥;(w) = wo D~;. Ahora,
f7 W= Z nl ft”l ; t)dt, pero si w varia C°, también lo hace ¥;(w) y su integral, por
lo que 7 es contmua si dotamos a QY(M) de su topologia C°. Como la topologia de Frechet
es més fina que la C°, 5 € C'(M)

O

Al conjunto {§ : v € T'} € C'(M) lo notaremos [, v andlogamente consideraremos los
conjuntos Iy, Ay A,.
Sid: C®(M) — Q'(M) es la derivada exterior, definiremos su dual d* = D: (Q'(M))* —

(C>(M))* como D(¢)(f) = o(df).
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La siguiente proposicion nos da una descripcion algebraica de las corrientes en I', que

provienen de curvas cerradas.

Proposicién 4.1.3. A = {§ € T : Dy = 0} = A,. Ademds T, es invariante por traslas-

ciones en A

DEMOSTRACION.DY(f) = F(df) = f7 df = f(w(v)) — f(a(y)) por tanto Dy = 0 si y
solamente si w(vy) = a(y) si y solamente si 4 € A. Por otro lado si § € A, sea v € T, tal que
w(v) = a(d) =w(d), luego vov € 'y y voT = 4, lo que prueba que A = A,.
Ahora consideremos § € Ay v € I',, por lo visto en el parrafo anterior, existe ¢’ € A, tal
que 5 = 5’, por lo que 5+ vy = & + vy = (577) € fz Luego fx es invariante por traslaciones
en A

]

La proposicion anterior nos permite considerar el cociente de I',, por traslaciones en A

Teorema 4.1.4. T'y/A es homeomorfo a M.

DEMOSTRACION. Consideremos el mapa lineal T': C*(M) — (C°°(M))* definido como T'(¢) =
D¢+ 9,. Es facil ver que T' es continuo(Recordar que consideramos las topologias debil-* en
los espacios duales). Ahora consideremos la restriccion de T' a 7.

En forma similar a la proposicién anterior T'(5)(f) = (df) + 0z = (du(y) — 0z) + 0o = du(y)-

Por tanto T = |I', tiene como imégen 9.

Por ahora tenemos que T: ', — 9 es un mapa continuo y sobreyectivo.

Afirmacién: T(7,) = T(72) si y solamente si 7, — 7, € A.

En efecto si T(71) = T(V2), Ouwy) = Ou(sa) POT 1o que w(vy1) = w(72) y tiene sentido la con-
catenacion 172 € A que nos muestra que 'yfy_g =79 —7 € A.

Reciprocamente, supongamos que 71 — 7, € A, esto es 7271 € A por tanto D(am) =
dw(71) — dw(y2) = 0 lo que prueba que T(71) = T(72).

La propiedad universal del cociente nos da una biyeccion continua de T, / A en 9 que es
homeomorfo a M (ver 4.1.1). Para probar que la biyeccién es abierta alacanza con probar

que I', /A es compacto.

Lema 4.1.5. fx/A es un espacio topolégico compacto.

DEMOSTRACION.Sea {Uj, ..., Uy} un cubrimiento por discos compactos de M, de forma que

existen €y, ....ex > 0y p1,....,pr € M tales que U; = exp,,(B(0,¢;)). Consideremos ahora

Y1y Yk € [y tales que w(vy;) = pi.
Sea ahora, h;: B(0,¢;) — I'y definido como h;(v) = ; * ¢, donde g7 : [0,1] — M es ¢'(t) =
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expy, (tv). No es dificil ver que h; es un mapa continuo. Como {Uy, ..., Uy} es un cubrimiento

de M tenemos que I, / A = U;Imh; una unién finita de compactos, probando el lema.

O

4.2. La linealizacion

Primero linealizaremos el flujo a nivel de corrientes. Esto es encontrartemos un mapa
Y: T, — CY(M) inyectivo y v € CY(M) de forma que si ¥ € T v ¢7: [0,5] = M es
@I(t) = ¢(t,w(v)) entonces P(vpi) = P(F) + sv.

Proposicién 4.2.1. Si X € x(M) es un campo libre de cohomologia, pn su unica medida
iwariante y C°(M) = {f € C*(M) : [,, fdu = 0} entonces el operador derwada de Lie

Lx: Cg° = C§° es un isomorfismo de espacios vectoriales y un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Lx es inyectivo ya que si Lx(f) = 0 entonces f debe ser una constante
por la minimalidad del flujo {¢; }, y sobreyectivo porque X es libre de cohomologfa. Luego,
como C§°(M) es un espacio de Frechet, el teorema de la aplicacion abierta implica que Lx

es un homeomorfismo.

OJ

Tomemos w € Q(M), y consideremos w(X) € C*(M), luego como X es libre de coho-
mologfa existen ¢, = [}, w(X)du y h, € C*(M) tales que w(X) — ¢, = Lx(hs,) = dh,(X).
Si consideramos las topologfas C°° en QY(M) y C*°(M) las asignaciones w +— w(X), w +— c,,
w — ¢, + h, y la derivada exterior d: C°°(M) — Q'(M) son continuas por lo que tenemos
finalmente que el mapa w > dh,, es continuo.

Finalmente podemos definir L: C*(M) — C'(M) como L(T)(w) = T(w — dh,). Obser-
var que L es continuo para las topologias debil-*. El mapa de linealizacién en espacio de
corrientes serd L,: T, — CY(M) sera L, = L‘fz. Para probar la inyectividad de L, debemos

entender mas sobre el mapa I' — C*(M) que a v asocia 7.

Definicién 4.2.1. Dados dos conjuntos de curvas {71, ..., ¥} v {51, ---, B} diremos que son
C-equivalentes si 3.9, = 3 f3;

Definicién 4.2.2. Si A = {71, ..., } C I diremos que {v{,...,v;, ,...,vJ",...,vi" } es una

s P

buena particién de 2 si y; = 1., para todo i € {1,...,m} y ademés dados (i, 7) # (k,1),
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se tiene una de las tres opciones: Im(v}) y Im(vf) son transversales, v; = v o vi = vf. Si

2l admite una buena particion donde se dan solo las primeras dos opciones, diremos que 2

admite una buena particion sin cancelaciones.

A continuacién definiremos una operacién que permite simplificar conjuntos de curvas
pero de manera que sigan siendo C-equivalentes. Para esto, diremos que una curva v € I’
tiene un arco r retractable si v = arbr~lc, y que dos curvas y; y 7» tienen un arco r
retractable si v, = arby v, = cr—d.

Si v = arbr~'c diremos que el resultado de escindir la curva retractable r de 7 es {ad, b},
observar que en este caso b es cerrada y que ad lo es si y solamente si v lo es.

Cuando tenemos v, = arb y 72 = cr~'d, diremos que el resultado de escindir r es

{ad, bc} si ninguna de ellas es cerrada

{cbad} si v, es cerrada

{adcb} si v, es cerrada y 1 no.

Observar que la escicién de un arco retractable preserva la clase de C-equivalencia y que
si tenemos A C I' = {71, ...,7m} y aplicamos una escicién obtenemos un nuevo conjunto
C-equivalente y admitiendo una buena particion de cardinal estrictamente menor al de 2.
También es cierto que si partimos de un conjunto con una o ninguna curva cerrada, los
procesos de escicién daran conjuntos con una o ninguna curva cerrada respectivamete. Luego

tenemos la siguiente

Proposiciéon 4.2.2. St v € I, emste A C I' C-equivalente a v que admite una buena
particion sin cancelaciones. Ademds si vy es cerrada, A consiste de curvas cerradas y si 7y no
es cerrada 2 tiene una unica curva no cerrada.

Finalmente podemos probar

Proposicién 4.2.3. L, es inyectivo

DEMOSTRACION.Supongamos que tenemos 71 # Y2 y que ¥(71) = ¥(72). Luego L(F17y2) = 0.
Supongamos primero que w(7y;) # w(yz).

F172 es C-equivalente a un conjunto de curvas € = {ajy,...,a,,} que admite una buena

particién B = {vi, ..., vl ... " .. ™ } sin cancelaciones. Veamos ahora que existe w €

Yo Y nm

QY(M) tal que L(7172)(w) # 0 llegando a una contradiccién. Para esto supongamos primero
que existe v € P transversal al flujo. Tomemos W abierto de M tal que W N (UIm(v})) =

W N Im(vf). Ahora construyamos w de forma que esté soportada en W, w(X) =0y vf(w) >

0. Luego L(Tma)(w) = LIS v)(w) = £ L07) () = S vj(w - dhy) = S wi(w) > 0.
ya que la buena particién P8 no tiene cancelaciones.
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En el caso en que todos los elementos de la particion B son segmentos de flujo, tenemos
que € tiene un unico elemento ya que si tuviese mas de uno implicaria por la proposicién
4.2.2 que {¢X} tiene 6rbitas periddicas contradiciendo la minimalidad del flujo. Luego 777,
es C-equivalente a una curva ¢: [0,7] — M definida como ¢(t) = ¢(t,x). Construyamos
ahora w € QY(M) de forma que w(X) = 1. Luego L(717e)(w) = L(9)(w) = ¢(w — dh,) =
P(w) =T > 0.
Finalmente si w(y;) = w(72) tenemos que 717, € A luego 0 = L(F1y2) = 7172 lo que es
contradictorio con que ¥; # 7s.

OJ

Como estdbamos buscando, estamos ahora en condiciones de linealizar el flujo a nivel de

corrientes.

Proposicién 4.2.4. L,: T, — C'(M) es continua e inyectiva y existe v € C*(M) tal que
515 € Lo y @l - [0,T) = M es g} (s) = 9™ (w(v), 5) entonces Lo(v9]) = La(7) + tv

DEMOSTRACION.Sea v € T' 'y ¢} : [0,¢] — M definida como ¢](s) = ¢*(w(v),s). Ahora,
Lx(mon)(w) = wa (w—dhy,) = fw(w — dhy,) + fw? (w —dhy) = Y(7) + tcy,. (Recordar que
w— dhy(X) = ¢, = [, w(X))
Luego, Ly (7)) = Lo(5) + tv donde v: QM) — R es v(w) = [y w(X)dp = ¢,

U

Observar que L$|A = Id y por tanto, por la proposicién 4.2.3, tenemos que L, baja a un
mapa Ly: Iy/A — C'(M)/A inyectivo y continuo, definido como L ([3]) = [L.(7)].

Recordemos ahora que Ty / A es homeomorfo a M, y observemos que el flujo ¢ lucen en T, / A
como ¢X: R x IT'y/A — T, /A siendo ¢X(t,[3]) = [y¢]] donde ¢ : [0,¢] — M es ¢ (s) =
#*(s,w(7)). La siguiente proposicién muestra que L, puede considerarse una linealizacién.

Proposicién 4.2.5. L,(¢X(t,[7])) = L.([7]) + [tv]

DEMOSTRACION. Ly (6¥ (1, [11)) = Za([ve?]) = [La(767)] = [La(3) + tv] = La((3]) + [t0]
O

Como haciamos notar al comienzo del capitulo, C'(M)/A no es un espacio topolégico de
Hausdorft. Si tuviesemos que el mapa L, : I:x — Lx(fx) es un homeomorfismo (faltaria probar
que es abierto) tendriamos que I'y /A es homeomorfo a L, (T',)/A.

Consideremos la proyeccién p: CH(M)/A — Cl(M)/Z tal que T+A T+A. p es continua,
y si C' es un subespacio de Hausdorff de C' (M) /A entonces p|c es inyectivo ya que un grupo

actia por traslaciones en forma minimal sobre su clausura. Por lo tanto, otra cosa buena
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serfa probar que L,(I';)/A es de Hausdorff, ya que en ese caso podriamos componer la

linealizacién con p y obtener una linealizacién (inyectiva) en un espacio de Hausdorff.
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Capitulo 5

Espacios Difeolégicos

En este capitulo seguiremos el libro de Iglesias [6]. Daremos las definiciones y construc-
ciones basicas de la teoria de espacios difeoldgicos, versiones abstractas de las variedades

diferenciales, contexto en el que podremos linealizar diferenciablemente nuestro flujo ¢*.

5.1. Definiciones

Llamaremos dominios a los elementos del conjunto Dom = {U C R"/Uabierto,n € N}.
Si X es un conjunto, el conjunto de parametrizaciones de X es
Param(X) ={P: U — X/U € Dom, P funcién}
Una estructura de espacio difeolégico (o difeologia) en un conjunto X es un subconjunto D C
Param(X) que llamaremos difeologia, y a cuyos elementos llamaremos plots, satisfaciendo

los siguientes axiomas:

1. D contiene a las parametrizaciones constantes. Es decir, dado z € X y U € Dom si
P:U — X es P(u) = z,Yu € U, entonces P € D

2. SiU € Dom, P: U — X verifica que para todo u € U existe V' entorno abierto de u
en U tal que Py € Param(X), entonces P € D. O lo que es lo mismo la propiedad de
ser plot esta dada localmente.

3. SiU,VeDom, P: U — X,y ¢ € C®(V,U), entonces P € D implica Po ¢ € D

Llamaremos espacio difeolégico al par (X, D). Si (X, D) y (Y, E) son espacios difelégicos,
diremos que un mapa f: X — Y es diferenciable si P € £ implica Po f € D. Si ademés f

es biyectiva y su inversa es diferenciable, diremos que es un difeomorfismo.
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5.2. Ejemplos

Si X es un conjunto, Difeologias(X)C P(Param(X)) esta parcialmente ordenado, con el
6rden que hereda de (P(Param(X)),C). (Difeologias(X),C) es un latice completo, es decir
un conjunto parcialmente ordenado tal que cualquier subconjunto tiene infimos y supremos.
Si {D, : a € A}C Difeologias(X), entonces inf{D, : « € A} = NaeaD, que es sencillo
chequear que es una difeologfa. El supremo de una familia de difeologias sup{D, : a € A}
esinf{€:D, C E Va € A}.

Como ejemplos extremales tenemos:

1. Llamaremos difeologias salvaje de X a sup{Difeologias(X)}. Observar que si (Y,€)
es otro espacio difeolégico, f: Y — X es un mapa cualquiera y P € & entonces
fo P € Param(X). Luego culaquier mapa f: Y — X es un mapa diferenciables,
por esto podemos pensar en la difeologia salvaje como un andlogo difeolégico de la

topologfa indiscreta (7 = {X,0}).

2. Llamaremos difeologia fina de X a F = inf{Difeologias(X)}.
Afirmacién: Si P: U — X, P € F < dado u € U, 4V C U entorno abierto de u tal
que P}, es constante (es decir P es localmente constante).

DEMOSTRACION. Por los axiomas 1 y 2 de espacio difeoldgico los mapas localmente

constantes deben pertenecer a toda difeologia de X, ademas se P: U — X es local-
mente constante y & € C*(V,U), entonces P o ® también lo es. Esto prueba que la

familia de mapas localmente constantes es F.

OJ

Observar que en este caso si (Y, &) es otro espacio difeolégico, f: X — Y un mapa
cualquiera y P € F entonces f o P es localmente constante y por tanto fo P € &
(recordar que los mapas localmente constantes pertenecen a todas las difeologias).
Esto permite pensar en la difeologia fina como un andlogo difeolégico de la topologia

discreta.

Si M™ es una variedad diferenciable, y (Uy, ®a)aca, cON ¢ : Vo (S R™) — U, (C M) su at-

las, C°°(U, M) se puede definir como {f: U — M /(¢ o f): f~HU,) = V, € C®(f1(Uy,), Va),Va €
A}. Definiremos la difeologia natural asociada a M como M = |J;cpom C°°(U, M ). Veremos
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a continuacion que M puede definirse utilizando el concepto de difeologia generada, el cual

pasamos a definir.

Si X es un conjunto, y P C Param(X) es una familia de parametrizaciones, la difeologia
generada por P es < P >= {(D/D € Difeologias(X),y P C D}

Proposicién 5.2.1. Si P C Param(X) cumple que |J{Im(P),P € P} = X, entonces
Q €< P > si, dado u € U, existen V entorno abierto de w en U, P(: W — X) € Py
¢ € C(V,W) tales que Qv = P o ¢. Es decir, los plots de la difeologia generada por P son

aquellas parametrizaciones que se factorizan localmente con elementos de P.

DEMOSTRACION. por el axioma 3, si Q = Po ¢ donde P(: U - X) € Py ¢ € C(V,U),
entonces () €< P >. Por el axioma 2, si () cumple lo anterior para un cubrimiento abierto
de su dominio, también ) € P. Finalmente, el conjunto de parametrizaciones de esta forma
esta definido en forma local por lo que verifica el axioma 2, es invariantes por precomponer
con mapas C'* entre dominios por lo que verifica el axioma 3 y J{Im(P),P € P} = X, lo

que junto con el axioma 3, nos da que verifica el axioma 1.

Proposicién 5.2.2. Si M" es una varidad diferenciable y (Uy, ¢o)aca Su atlas, entonces su

difeologia natural M es igual a < {¢, : @ € A} >, la difeologia generada por su atlas.

DEMOSTRACION. Si f € C®(U, M) yu € U, 3Us/ f(u) € Uy, por tanto fiy—1w,): f~(Ua) —
M se puede escribir como ¢, o (¢! o f) con ¢ ' o f € C°(f~1(U,),V,) por tanto f €<
{¢a : @« € A} >. Por otro lado si P: U — M, P €< {¢, : « € A} >, dado v € U, IV
entorno abierto de uw en U, ¢o: Vo = M y ¢p € C*(U,V,) de forma que Py = ¢, 0 1, luego
oot o Py =9 e C®(V,V,) = PecC>®U,M)

OJ

El ejemplo que motivd la introduccién de los espacios difeoldgicos es el de la difeologia
funcional. Si (X, D) y (Y, &) son espaicos difeoldgicos , el espacio de mapas diferenciables
entre ellos C*(X,Y), tiene una estructura natural de espacio difeolégico G a la que llamare-
mos difeologia funcional. Diremos que P: U — C®(X,Y) estd en G si dado Q: V — X,
Q € D, el mapa P.Q: U x V — Y definido como P.Q(u,v) = P(u)(Q(v)) estd en £.
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5.3. Difeologias inducidas, cociente y producto

Supongamos que (X, D) es un espacio difeolégico y A C X es un subconjunto, entonces
A tiene una difeologia £ natural asociada que llamaremos difeologia inducida por D en A(o
heredada por A). Estaes € ={P € D: Im(P) C A}.

Si (X, D) es un espacio difeolodgico, ~C X x X una relacién de equivalencia y 7: X —
X/ ~ su proyeccién cociente, definimos la difeologia cociente de X/ ~ como la difeologia més
pequena tal que la proyececcién 7 es un mapa diferenciable. Es decir la difeologia cociente
D. en X/~es <{moP: P e D} >. Como se vio anteriormente, esto permite caracterizar
a los plots de la difeologia cociente como aquellos que se factorizan localmente con plots de
X es decir. Dada P: U — X/~, P € D sii dado u € U,3V entorno abierto de u en U y
Q:V—=X,QeDtalque Py =70Q.

Proposicién 5.3.1. Sean (X, D), (Y, &) espacios difeolégicos y f: X — Y un mapa suave.
Luego, si ~1C X X X y ~,C Y XY son relaciones de equivalencia tales que 1 ~q1 T =
f(z1) ~y f(x2), entonces f: X/ ~1— Y/ ~y definido como f([x]) = [f(z)] es un mapa suave

si consideramos en X/ ~1 e Y/ ~q las difeologias cociente D, y E. respectivamente.

DEMOSTRACION.Sean 7r1: X — X/ ~y y ma: Y — Y/ ~y las proyecciones cociente. Tomem-
os entonces P € D, P: U — X/ ~1, debemos chequear que foP e &.. Por definicién de
difeologia cociente, existe {V,,} cubrimiento abierto de U y Q,: V, = X, Q. € D de forma
que 7 o Qo = Py, . Luego fo ‘Va?O moQy =m0 fol, € &L yaque [ essuave. Luego,
como fo Py, € E.y {V,} es un cubrimiento de U, tenemos lo buscado.

O

Sean (X4, Dy)aca una familia de espacios difeoldgicos, [, ., Xa su producto cartesiano

acl
Vv {Ta: [loep Xo = Xo @ € A} las respectivas proyecciones. La difeologfa producto F en

[I,cn Xa es F = sup{D € Difeologias(]],.y Xa)/7a es diferenciable Yoo € A}

Proposicién 5.3.2. Si P: U — [[,cp Xa, P € F si y solo si (mq 0 P) € D, para todo

a € A. En particular las proyecciones son diferenciables.

DEMOSTRACION.
Sea F'C Param([[,cp Xo) = {P € Param(]][,cp Xa)/(ma 0 P) € Dy, Va € A} No es
deficil chequear que F’ verifica los axiomas de espacio deifeolégico, por lo que F'e {D €
Difeologias(] ],

ologia en [],., Xa que haga diferenciable a las proyecciones, por tanto F'= F

Xo)/ma es diferenciable Voo € A}. Mdas atn, F’ contiene a cualquier dife-

O
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5.4. D-topologias

Si X es un conjunto notemos Topologias(X) al conjunto de las topologias en X y con-
sideremos el orden parcial heredado de P(P(X)). Al igual que en el caso de las difeologias
(Topologias(X),C) es un latice completo.

Si (X, D) es un espacio difeoldgico diremos que su D-topologia asociada es 7p = sup{o €
Topologias(X)/P~'(A) es abierto VP € D, A € o}

Proposicién 5.4.1. Sea (X,D) un espacio difeoldgico y tp su D-topologia asociada. En-
tonces A € 7p < P7Y(A) es abierto VP € D. En particular los plots de D son continuos

para Tp

DEMOSTRACION. En efecto, consideremos ¢ = {A C X/P~!(A)es abierto VP € D}. Por
calculos conjuntistas clasicos, o es una topologia. Por otro lado, cualquier topologia que

haga continuos a los plots esta incluida en o, por tanto ¢ = 7p
O

Proposicién 5.4.2. Si (X,D) y (Y,E) son dos espacios difeoldgicos y f: X — Y es un

mapa diferenciable, entoces es continuo para las D-topologias respectivas.

DEMOSTRACION. Tomemos U € ¢, para ver que f~1(U) € 7p, tomemos P € D, P~(f~1(U))
(f o P)~Y(U), como f es diferenciable f o P € £ por lo que (f o P)~*(U) es abierto.
U

Proposicién 5.4.3. Ses (X, D) un espacio difeoldgico y ~C X x X una relacion de equiva-
lencia. Entonces la topologia cociente de 7p en X/ ~ es igual a la D-topologia Tp._ asociada

a la difeologia cociente D, en X/~.

DEMOSTRACION. Tomemos A € 7.y P: V — X/~, P € D, como vimos, 3V, cubrimiento
por abiertos de V' de forma que Py, : V, — X/~ se factoriza como Py, = o ¢ donde
¢: Vo — X estd en D. Como A € 7., 7 '(A) estd en mp, por tanto ¢~ (77 (A)) = P (A)
es un abierto de V,,. Ahora, P71(A) = Uapl‘ji(A) y por tanto es abierto, por lo que A € 7p_.
Reciprocamente, tomemos A € 7p_ y P € D, como 7o P € D, (toP)"*(A) = P71 (7 1(A))
es abierto, lo que implica que 7~ (A) € 7p por lo que A € 7.

0

Una observacién importante es que la D-topologia asociada a la difeologia inducida de

un subconjunto no siempre es igual a la topologia heredada de la D-topologia del ambiente.

38



Como ejemplo tomemos el intervalo con su difeologia natural y un conjunto de cantor incluido
en él. La difeologia inducida es la discreta, y por tanto su D-topologia asociada la discreta,

que es distinta de la heredada del intervalo.
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Capitulo 6

La linealizacion diferenciable

En este capitulo daremos estructura de espacio diofeoldgico a el espacio de curvas I';, su
correspondiente en el espacio de corrientes I, y a el espacio total de corrientes C*(M).
Para estas difeologfas, los mapas ¢: I'y — CY(M), L,: I, — CY(M) y la linealizacién
L,: I'y/A serén suaves. Ademads los espacios A/T', v I',/A serdn difeomorfos a M con su
difeologia generada por las parametrizaciones.

Finalmente, la estructura difeolégica permitira imitar la prueba del teorema de Hertz-Hertz
y encontrar q: L,(I',)/A — T semiconjugacién con un flujo diofantino. Esto tltimo dice

en particular que la linealizacién funciona correctamente en los casos conocidos.

Durante toda esta seccion M sera una variedad diferenciable compacta y conexa, y X €
X(M) un campo de vectores libre de cohomologia.

Usaremos una definicién un poco diferente de I',, resultado de cocientar el espacio de
curvas que utilizabamos anteriormente por la relacién de equivalencia médulo pelos que
definiremos dentro mas adelante.

Notaremos [, al espacio de curvas continuas a tiempo libre, y que se pueden escribir como
concatenacién de finitos trozos, los cuales pueden ser arcos de geodésica o arcos del flujo ¢~.
Definiremos ¢: I';, — M que a 7: [0,T] — M le asocia t(y) =t, =1T.

Definiremos ahora una difeologia Denl,.

Si U C R™ es un abierto, y P: U — Iy, P € D si dado u € U, 3V entorno abier-
todeu € Uy y0 = ¢y < ... < ¢p: V — R de clase C® (que llamaremos funciones
de quiebre) de forma que ¢,(u) = tpq) para todo v € V, y si definimos los conjuntos
A = {(z,t) € VxR : ¢s(x) <t < ¢iyi(2)} entonces P: U A; — M definida como
P(v,t) = P(v)(t) es continua y P4, es de clase C*. El tnico punto que podria ser dudoso

respecto a que D es una difeologia, es que fuese cerrado por precomposicién por mapas C*>
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entre dominios.

Para chequear esto, tomemos entonces () € D y f e C®(W,U). Elijamos V C U de forma
que existe ¢y < ... < ¢, € C°(V,R) como antes. Luego, las funciones de quiebre de

Qo fig-1(vy son ¢go f,..,¢, 0 f € C®(W,R), y si definimos B; = {(z,t) : x € f~(V), ¢
f(z) <t < ¢ip10f}, entonces Po f: UB; — M definido como P o f(z,t) = Po f(z)(t) =

P(f(x),t) es claramente continuo y C* si lo restringimos a los B;.

O

Sivy e T, es ~v = arrb, diremos que r es un pelo de 7, y que 7' = ab es el resultado de
escindir el pelo r de 7.
Consideraremos la relacion de equivalencia =C fz X F; como ¥ = ¢ si existe una sucesiona en
I, Y =1, Yo = 0 de forma que ~;;1 es el resultado de escindir un pelo de v; o viceversa.
Cuando dos curvas en [', son equivalentes bajo esta relacion, diremos que son equivalente
modulo pelos. Notaremos I',, al cociente r, / =, y usaremos D para referirnos al cociente
por = de la difeologia D. Sea M= Ii,; — I', la proyeccion cociente.

Sea ahora R una relacién de equivalencia en I';, siendo 7y ~ 75 sii 73 = d75 con § € A,
donde A = {y € I';;v(t,) = z}.

Observacion 6.0.1. Sivyy, v, € I, entonces v, = 075 sii w(y1) = w(72). Para ver esto, tomemos
1,72 € 'y conw(y1) = w(72), entonces v1 = 71 (F272) = (1172)72 = 072 con § € A. El directo
es ain mas trivial.

Por tanto, el cociente I', /R que notaremos con razén A/, estd en correspondencia uno a

uno con los puntos de M.

Notaremos 7 : I'; = A/T', a la proyeccién cociente.

Proposicién 6.0.4. El espacio difeolégico AJT, con su difeologia cociente Dg es difeomorfo

a M con su difeologia natural generada por las parametrizaciones.

DEMOSTRACION. Sea ¢: I', — M definido como ¢(v) = w(y) (Recordar que w(+) es el punto
final de v y observar que éste esta bien definido en T, / =).

Para ver que ¢ es suave, tomemos un plot P: U —I', y V C U de forma que Py = 7= 0 ()
con Q € D.

Luego ¢po Py = ¢gom=0@Q, pero g om=o0 Q(u) = Q(u)(tgw)) € C*(V, M). Por tanto, por la
proposicién 5.3.1 y la observacion 6.0.1, ¢: A/T', — M definido como ¢([y]) = #(7), es una
biyeccién suave.

Nos resta probar la suavidad de g_b_l. Primero observemos que P: U — A/I', estd en Dg

sii localmente se factoriza como mr o 7= o R donde R es un plot de I',. Tomemos entonces
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@: U — M un plot de M y veamos que 5_1 o () localmente admite ésta factorizacion. Sea
u € Uyy=Q(u). Construyamos un levantamiento local de g_b_l 0@ a I, alrededor de u. Para
esto, tomemos € > 0 de forma que exp,: B.(0) = M es un difeomorfismo sobre su imagen,
V = Q '(expy(B.(0))) y v € T, tal que v: [0,1] = M y v(1) = y. Luego podemos definir el
levantamiento R: V — T, como R(v)(t) = y(t) si t € [0,1] y R(v)(t) = exp,(texp, ' Q(v)) si

€[1,2]. R € D claramente y mg o 71— 0 R = 5_1 °oQv.
OJ

Ahora definiremos una difeologia C en C'(M). Dada w € Q'(M), definimos
ev,: CH(M) — R como ev,(¢) = d(w).
Sea C la difeologfa mas grande en C'(M) que hace que los mapas {ev,, : w € Q'(M)} sean
mapas diferenciables, C no es mds que la difeologia en C!'(M) inducida por la difeologia
producto en R ™) mediante la inclucién i: C' (M) — R )

Definamos ¢ : ', — CY(M) como (v)(w) = f,yw. Es claro que dos curvas equivalentes

médulo pelos son C-equivalentes por lo que v baja al cociente ¢: 'y — CY(M).

Proposicién 6.0.5. El mapa 1) es un mapa suave si dotamos a Ty y CY(M) de las difeologias

D y C respectivamente.

DEMOSTRACION. Para ver esto alcanza con probar que 1&: I, — CY(M) es suave, ya que
la suavidad de i se obtiene de aplicar la proposiciéon 5.3.1. Para probar la suavidad de 1&
debemos chequear que si w € Q' (M) y P: U( € R") — I, estd en D entonces ev, o P €
C>*(U,R). Como P € D, dado u € U 3V entorno abierto de u, v 0 = ¢ < ... < ¢p: V — R
funciones de quiebre, de forma que si consideramos los conjuntos 7; = {(z,t) € V x R :
¢i(z) <t < ¢iyq1(x)}, entonces P = Pz, es de clase C*°, para i = 1,...,n.

Como ev, o P no depende de las parametrizaciones de las curvas en r, y las funciones de
quiebre son C*°, podemos considerar una reparametrizacién global de las curvas en P(V) y
suponer que las funciones de quiebre son constante y que ¢, = 1. Digamos ¢; = t;. Luego
podemos definir Fi V X [ti,tis1] = TM

PV x [titi] —TM
(v,t) > Py(v,t) = OP/0t(v,t)
que ademas es C™. Si ahora identificamos Q'(M) con los mapas de C*°(T'M) lineales sobre

las fibras, tenemos:
i=n—1

ev, o P(v) = Z /Hl w(?i(v,t))dt

i=0 “Jt

Por tanto la proposicion queda probada con ayuda del siguiente lema de célculo.
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Lema 6.0.6. StV CR" y f: V x I — R es de clase C*, entonces Sf: V — R tal que
v [i f(v,t)dt es de clase C® y ademds 09+ S f [0zt .. .aln = S(O+-+in f [0z .atn)

DEMOSTRACION. lo probaremos por induccién en N”, supongamos que 9%+ -+ S f /9t ain =
S(ohttin f /0x' . ain) para todo multi-indice I = (i, ...,4,) con |I| = iy + ... + i, < n. Si
J = (j1, -, Jn) con |J| = n+ 1, podemos suponer que J = (ji,...,Jn — 1) + (0, ..., 1), luego
A(Sf))0x; = O(OnTHin1Sf /0Tt xin=1)d/x, lo cual por hipétesis inductiva es igual a
A(S(o+-Fin=1f 9z xin1Y)) /O, siendo esto tltimo igual a S(Of/dx;) por un teorema
elemental de calculo.

O

AT, C CY(M) le daremos la difeologfa &€ inducida de C'(M), asi que si P: U — I,
P € & sii ey, 0 P € C°(U,R) para toda w € Q'(M). Veamos entonces que el mapa de la

linealizacién a nivel de curvas es suave.

Proposicién 6.0.7. El mapa L,: T, — CY(M) de la proposicion 4.2.4 es suaves si consid-

eramos las difeologias € y C respectivamente.

DEMOSTRACION. L, es la restriccién a I', de un mapa L: C*(M) — C*(M), por tanto, como
I, hereda la difeologia de C(M) serd suficiente con probar la suavidad de L para obtener
la de L,. Sea entonces P: U — C*(M), para ver que L es suave, debemos chequear que
LoPeC.
LoP € Csiiev,oLoP € C*°(U,R) para todaw € QY(M). Ahora, ev,0LoP = ev,_gp, 0P €
C*(U,R) ya que P €C

O

Consideremos ahora la proyeccién 7: C'(M) — C*(M)/A resultante de cocientar por el
subgrupo A.

Analogamente a lo visto en el capitulo 4, [, es invariante por traslaciones A y por tanto
podemos definir la proyeccién 7’: | / A resultado de cocientar por la accién del grupo
A. Observemos que si vy, 72 € Iy verifican 7; ~g 72, entonces 7 (¢(71)) = 7' (¥(72)), y que
Lya =1d

Luego, si notamos C. y £ a las difeologfas cocientes en C'(M)/A y ', /A respectivamente,

tenemos:

Proposicién 6.0.8. Los mapas : Ty — Ty y Ly: Ty — CY(M) bajan a mapas suaves
¥ AT, = Ty/A y Ly Ty /A = CYM)/A si consideramos en AJT,, T/A y CY(M)/A

las difeologias D, E. y C. respectivamente.
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DEMOSTRACION. Aplicar directamente la proposicién 5.3.1.
[

Respecto a las distintas identificaciones de M, tenemos hasta ahora el difeomorfismo ¢: A /T, —
M, el mapa suave 1: A/T, — FNI/A, y el mapa suave pogp—1: M — fx/A. Para completar el

circulo y probar que todos los mapas son difeomorfismos alcanza con la siguiente proposicion

Proposicién 6.0.9. El mapa de Ty/A — M tal que [§] — w(v) es suave.

DEMOSTRACION.Sea 20: M — R¥ un encaje de Whitney de M que verifica 20(x) = (0, ..., 0).
En coordenadas diremos 20 = (f1,..., fr). Luego, si y € M y v € T', verifica w(y) =
y. tenemos () = (A fo®) = ([ dfroon [, df) = G(dR). - 3(df)). EL mapn
h: T, — M definido como h(y) = Q1 (§(df1), ..., 7(dfx)) es por tanto un mapa suave que
asocia 4 — w(v). Finalmente, como las formas dfy, ..., dfy son exactas, el mapa h baja a el
mapa suave h: Iy /A — M tal que h([y]) = w(v).

O
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Notaremos al flujo en M’ = L,(I',)/A, ¢": R x M’ — M’. Es decir ¢*(t, [T]) = [T + tv].
Como A no es un cerrado de la topologia débil-* en C'(M), C*(M)/A no es un espacio
topoldgico de Hausdorff y por tanto Lr(fx) / A tampoco tiene porque ser de Hausdorff. Por
lo dicho anteriormente L, no tiene porque ser un homeomorfismo, pero s podemos recuperar

la semiconjugacién de F. y J. Rodriguez Hertz.

Proposicién 6.0.10. Si 3, es el primer nimero de Betti de M, existe g: M' — TP continuo
y sobreyectivo que semiconjuga ¢* con una accion ¢¥ en TP generada por un campo de

vectores diofantino.

DEMOSTRACION.Sean wy, ..., ws, 1-formas cerradas de M, tales que sus clases de cohomologia
[wi], .., [wg,] son base de Hpp(M). Sea W =< wy, ...,ws, > el subesapcio generado por estas
1-formas. Consideremos entonces el mapa suave ¢': C'(M) — W* definido como ¢/'(T') = Tjw
(obviamente consideramos la difeologia producto en W*). ¢’ semiconjuga el flujo lineal en

C'(M) generado por v (¢”)con el flujo lineal en W* generado por vy (¢"1W).

El teorema de DeRham nos dice que la imagen por ¢ de A, es un latice L de W*,
¢(A) = L, por tanto por el teorema 5.3.1 el mapa q\/LI(fz): L.(I',) — W* baja a un mapa
suave q: M'(= Ly(T',)/A) — W*/L = T si consideramos en L,(I';)/A la difeologia Dy,
cociente de la heredada en L,(I';) de la difeologia producto en C'(M).

Si restringimos el flujo ¢” a L, ('), éste baja a ¢¥ en M’, asi como ¢"W baja a un flujo
lineal en W*/L = T"' que llamaremos ¢*. Claramente ¢ es equivariante para las acciones

oty ¥

Consideremos la difeologia & en I, / A definida en este capitulo, y consideremos el mapa
I: M — T',/A que a p € M asocia I(p) = [7,] donde v, € T, verifica w(7,) = p. En este
capitulo probamos que I es un difeomorfismo, por lo que la difeologia €. en T, / A le da
estructura de variedad diferenciable.
Recordemos que si llevamos el flujo ¢ en M a T, / A a través de la identificacién I obten-
emos un flujo ¢X: R x I',/A — T, /A tal que ¢X(t,[5]) = [v¢]] donde ¢]: [0,t] — M es
#1(5) = 6 (5,) ~
X (t,p) = I(¢*(t, I7X(p))) por lo que ¢* es un flujo suave (diferenciable para la estructura
diferencial obtenida de la difeologia).
El mapa L, : I',/A — L,(T,)/A es suave si consideramos en L, (I';) /A la difeologia Dy, por
lo tanto el mapa P = qo L,: [, / A — TP es un mapa suave y por ende diferenciable para
las estructuras diferenciales obtenidas de las difeologias. Ademas P es una semiconjugacion

entre 6% v ¢¥ que es un flujo lineal.

45



Estamos entonces en las condiciones del teorema 2.3.3 por lo que si probamos que P es
sobreyectivo en homologfa tendremos que P es sobreyectivo (y por ende q) y que ¢* es un

flujo diofantino.

P es sobreyectivo en homologia:
Para esto tomemos h € H,(T%,Z), h puede representarse como h = [y], donde ~: [0,1] —
TA se levanta a 7: [0,1] — W* con 7(0) =0y (1) =1 € L.
¢'(A) = L por tanto existe §: [0,1] — M tal que 6(0) = §(1) = z y tal que q’(S) =1.
Consideremos ahora Poloo: [0,1] — T y veamos que se levanta a c: [0, 1] — T? tal que
¢(0) =0y ¢(1) =1, lo que probarfa que h € P,()H,(T,/A,Z) ya que Too: [0,1] = I'y/A es
una curva continua y cerrada.
Observar que I 0§ = wo v donde m: I, — I',/A es la proyeccién cociente y v: [0,1] — T,
es v(t) = o(t) siendo (t): [0,1] — M es p(t)(s) = 6(ts).
Luego Polod =7"0q oL, ov donde n': W* — T? es la proyeccién cociente (y el mapa

de cubriemiento universal). Observar que esta curva se levanta a la curva ¢ = ¢’ o L, o v que

vale ¢(0) =0 € W*, y ¢(1) = ¢ (Le(v(1))) = ¢'(Lz(0)) = ¢'(6) = L.
U
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